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Producto de c-dlgebras

(X,A4), (Y,B) espacios medibles
Rectangulos medibles: Ax B={AxB:Ac 4,B¢c B}
c-algebra producto: A® B = o-dlgebra engendrada por 4 x B

Ejemplos
o B, o-dlgebra de Borel de R": B, ® By = B, 1«
o M, o-slgebra de Lebesgue en R": M, @ M, ; Mk
o X numerable = PX)®P(Y)=P(XxY)
o PX)RP(X)=P(XxX) — cardX <cardR

| A\
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Propiedades de la c-algebra producto

X.,Y,Z conjuntos, ECX XY, f:XxXY—Z

@ Seccibn de E porunxe€X: E,={yeY:(x,y) €E}
@ Seccibn de E poruny€Y: EY={xe€X:(x,y) €E}
e Seccibn de fporunxeX: fi:Y—=Z, fi(y)=f(xy) (y€Y)
@ Seccibnde fporunyeY: f:X—Z, f’(x)=f(xy) (xeX) )

Propiedades de la c-algebra producto
(X,A4), (Y,B),(Z,C) espacios medibles
(X xXY,A® B) espacio medible producto
ECXxY, f:XxY—Z

e EEARB — E,€B Vxe€X, EX€4 VyeY
Las secciones de conjuntos medibles son medibles
o f medible = f; medible Vx€ X, f7 medible VyeY

Las funciones medibles son separadamente medibles
”
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Producto de medidas

Existencia de medidas producto

(X,4,u), (Y,B,v) espacios de medida
Existen medidas @:4® B — [0,00] verificando que
@(AxB)=u(A)v(B) YAeA4,VBeB

(X,A4,u) espacio de medida o-finita cuando:
X=U;_1Ax con A,€ A, u(A,)<e VneN

Existencia y unicidad de la medida producto

(X,4,u), (Y,B,v) espacios de medida c-finita
Existe una dnica medida y®v:A4® B — [0,0| verificando que
[u®V](AxB) =u(A)v(B) YA€ A4,VBcB
u®Vv medida producto, (X XY, A® B,u®V) espacio de medida producto
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Completacién de una medida

(Q,4,u) espacio de medida completo cuando:
BeA, uB)=0, NCB = NecA4

Se dice también que la medida u es completa

Completacién de una medida

(Q,4,u) espacio de medida (no completo). Definimos:

A={AUN:A€ 4, NCBec A, u(B)=0}
H(AUN) =pu(A) (AUN € 4)

@ 4 es una c-dlgebray 4 C 4

o [ estd bien definida, es una medida y extiende a u
o El espacio de medida (Q,4,7) es completo

e Si (Q,ﬁ“ﬂ) es un espacio de medida completo,

ACA, fil,=n = ACA, flz=n0

(Q,4,1) es la completacién de (Q,4,u), y & la completacién de la medida
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Medidas de Lebesgue y de Borel-Lebesgue

Relacion entre ambas medidas

M, o-dlgebra de los conjuntos medibles-Lebesgue en R"
A : My — [0,00] medida de Lebesgue en R”
B, o©-algebra de Borel de R", B, C M,
Bn= 7“”‘93”’ medida de Borel-Lebesgue en R”

(R", My, \,) es la completacién del espacio de medida (R”, B,,B,).

La medida de Lebesgue es la completacién de la medida de Borel-Lebesgue

La medida producto no suele ser completa

(X,A4,u), (Y,B,v) espacios de medida o-finita. Suponemos:
0 dJA€A4:A#0, u(A)=0
eJECY:E¢B

Entonces la medida producto u®Vv no es completa
An ® A no es completa
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Medidas producto en R”

Medidas producto en R”

o La medida de Borel-Lebesgue se comporta bien para productos:

Bi@B = Burk ¥ Bn®Pr = Bryk

o Para la de Lebesgue se tiene:

Bork G My @My G Mk

o Ademds, A,y extiende a A, ®NA;, que a su vez extiende a B,y
@ De hecho:

(R, M4, M k) = (R X R, M, @ My, Ay ® M)
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Teorema de Fubini para funciones medibles positivas

(X,A4,u), (Y,B,v) espacios de medida o-finita
(X xY, A2 B,u®V) espacio de medida producto

Teorema

Para f:X xY — [0,00] medible, definimos:
0:X =0, 0 = [ fdv= [ flxy)avi) Vxex
V¥ = [0l y0) = [ Pdu= [ fery)dut) Vyey
Entonces ¢ y y son medibles y se verifica que:

o fawsv) = [ edu= [ wav

Con notacién més sugerente:

/X fduev) = //fxydv du(x) //fxyd,u dv(y)
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Calculo de la medida producto

(X,A4,u), (Y,B,Vv) espacios de medida o-finita
(X xY, A2 B,u®V) espacio de medida producto

Calculo de la medida producto

Para E € 4® B, definimos:

0:X —[0,00], 0(x)=V(Ey) VxeX
VY — 0,00, W(y)=u(E’) VyeY

Entonces ¢,y son medibles y se tiene
pVI(E) = [ odu—= [ wav
X Y

Con notacién més sugerente:

@V)(E) = /X V(Ey) du(x) = /Y u(EY)dv(y)
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La integral como medida

La integral como medida

(X,4,u) espacio de medida o-finita

(R, B,B) medida de Borel-Lebesgue
Para f:X — [0,00] , definimos

S(f)={(x1) eXxR:0<t< f(x)}

Entonces, f es medible si, y sélo si, S(f) € A® B, en cuyo caso,

[ Fau= e BI(s()
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Teorema de Hobson-Tonelli

(X,A4,u), (Y,B,Vv) espacios de medida o-finita
(X xY,A® B,u®V) espacio de medida producto

Teorema de Hobson-Tonelli

Para f: X xY — K medible, son equivalentes:
(1) feLi(ugv)
@ [ [ Urenlave) dut) <=

(3) /Y /X 1£(69) | dux) dv(y) < o
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Teorema de Fubini para funciones integrables

Sean (X, A4,u), (Y,B,V) espacios de medida c-finita y f € L;(u®V)
Existen conjuntos A € 4 y B € B tales que:

u(X\A)=0, freLi(v) VxeA

V(Y\B)=0, f'€Li(u) VyeB
Ademads, definiendo

=/fodv=/yf(x,y)dv(y) VxeA, 6(x)=0 VxeX\A
y(y) =/Xfydﬂ:/xf(x,y)du(X) VyeB, y(y)=0 VyeY\B

se tiene que ¢ € L1 (u), W€ L1(V) y

| fawsv) = [ edu= [ vav

Todo ello se resume de nuevo en la expresién:

/X fduev) = //fxydv du(x) //fxyd,u dv(y)
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Teorema de Fubini para la completacién de la medida producto

Sean (X, 4,u), (Y,B,V) espacios de medida o-finita y completa.
Para f € £; (u®V), se tiene:

fx € L1(v) para [u]-casi todo x € X
¥ € Li(u) para [v]-casi todo y €Y

Ademss, las funciones ¢ y y definidas c.p.d. mediante:
= /fodv = /Yf(x,y) dv(y) para [u]-casi todo x € X
y) = /Xfyd,u = /Xf(x,y) du(x) para [v]-casi todo y €Y
verifican que 0 € Ly (u), W€ L1(V) y

fa@ov) = [ odu= [ wav

XxY

Podemos de nuevo escribir:

/X fd,u®v //fxydv du(x) //fxydp dv(y)
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